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Théoreme 1. Dans un triangle ABC, on a les relations :

AB%? = AC? + CB*> -2 x AC x CB x cosC
AC? = AB®> + BC? — 2 x AB x BC x cos B
BC? = BA? + AC? — 2 x BA x AC X cos A.

Ce théoreme est valable dans les deux cas de figure ci-dessous :
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Corollaire 1. Le carré d’un coté est égal a la somme des carrés des deux autres, diminuée
du double produit de ces cotés par le cosinus de l’angle compris entre eu.

Corollaire 2. Awvec les notations traditionnelles (angle A opposé au coté a, etc.), les
formules de la loi des cosinus s’écrivent

=0+ —2xbxcxcosA
P=a>+c—2xaxcxcosB

A=+ —2xaxbxcosC.

Corollaire 3 (Critere pour reconnaitre la nature d'un angle). Dans le triangle ABC,
Uangle A est aigu si et seulement si a®> < b + c2.

Démonstration. En effet, la loi des cosinus montre que
R <P+c = 2xbxexcosA>0

Cest-a-dire A aigu, comme tout angle dont le cosinus est positif. O
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Démonstration du théoréme. Le premier cas de figure est celui ou I'angle A est aigu.
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Pour évaluer le carré de BC, on place le projeté orthogonal H de B sur [AC], de telle sorte que
le théoreme de Pythagore dans le triangle BHC donne :

(1) BC? = BH? + HC?,
Pour introduire le c6té AB, on écrit le théoreme de Pythagore dans le triangle BAH :
BH? = AB? — AH?,
d’ou en remplagant dans (1) :
(2) BC? = AB*> — AH? + HC?.
Pour introduire le c6té AC, on écrit :
HC? = (AC — AH)* = AC? + AH? — 2 x AC x AH.
d’out en remplagant dans (2) :
BC? = AB* — AH” + AC® + AH® — 2 x AC x AH
(3) = AB% + AC? — 2 x AC x AH.
Or, en projetant la longueur AB sur la droite (AC), on a
AH = AB X cos ﬁ,
d’ou finalement en remplagant dans (3) :
(4) BC? = BA? + AC? — 2 x BA x AC x cos A.
Le second cas de figure est celui ou I'angle A est obtus.
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Les seules différences avec le premier cas sont

HC? = (AC + AH)* = AC? + AH? +2 x AC x AH,

ainsi que
BC? = AB* + AC® +2 x AC x AH
et R
AH = AB X cos (180 — /D = —AB X cos A.
La conclusion (4) reste donc la méme. O



